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СОБСТВЕННЫЕ ВОЛНЫ  

В ПРОСТРАНСТВЕННОМ ВЯЗКОУПРУГОМ 
ЦИЛИНДРЕ С РАДИАЛЬНОЙ ТРЕЩИНОЙ  

 
Рассматривается  распространение собственных волн в 
бесконечном вязкоупругом цилиндре с радиальной трещи-
ной. Задача ставится в цилиндрической системе коорди-
нат. Вязкоупругий цилиндр с радиальной трещиной являет-
ся предельным  случаем клина с углом 360о. С помощью 
уравнений Навье и физических уравнений получена система 
шести дифференциальных уравнений. После несложных 
преобразований получена спектральная краевая задача для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений в ча-
стных производных с комплексными коэффициентными, 
которая в дальнейшем решается методами прямых и  ор-
тогональной прогонки Годунова с сочетанием методом 
Мюллера на комплексной арифметике. Получены дисперси-
онные соотношения для вязкоупругого цилиндра с радиаль-
ной трещиной.  

Ключевая слова: трещина; вязкоупругий цилиндр; проце-
дура замораживания; уравнение Навье; ортогональная про-
гонка; обыкновенные дифференциальные уравнения. 
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Введение  
Распространение волн в волноводах, представляющих со-

бой стержень или трубу, рассмотрено во многих работах [1–10]. 
Одной из центральных задач динамической теории упругости 
является исследование распространения волн в клиновидных 
телах (или волноводах) [1, 2, 3]. Основными особенностями 
волновода являются протяженность в одном направлении, а 
также ограничение и локализация волнового пучка по другим 
направлениям. Эти волны повсюду по своей характеристике 
аналогичны волнам Лэмба. Учет демпфирующей способности 
материала волновода играет важную роль в динамическом пове-
дении конструкции [4, 5]. Она приводит к заметному ослабле-
нию собственных колебаний, существенному понижению ам-
плитуд при вынужденных колебаниях и сглаживанию напряже-
ний в зоне концентрации при колебаниях. Сложность решения 
объясняется многими причинами, например, реологическими 
свойствами реальных волноводов, не классических геометриче-
ских форм и т. п., что обусловливает большое разнообразие 
схематизированных моделей для описания в том или ином при-
ближении реальных явлений и затрудняет создать единую мате-
матическую модель механической системы [6]. В работе вязко-
упругий цилиндр с радиальной трещиной является предельным  
случаем клина с углом 0360 . Разработаны методики решения и 
алгоритм для исследования распространения волн в вязкоупру-
гом цилиндре с радиальной трещиной и клина с произвольным 
углом  вершины.   

1. Постановка задачи распространения волн  
в бесконечном цилиндре с радиальной трещиной 

Пусть собственные (гармонические) волны распространя-
ются в бесконечном вязкоупругом цилиндре с радиальной тре-
щиной. Задача ставится в цилиндрической системе координат. 
Вязкоупругий цилиндр с радиальной трещиной считаем пре-
дельным случаем клина с углом 360о. Вязкоупругие свойства 
материалов описываются с помощью интеграла Больцмана–
Вольтера. Связь между напряжениями и деформациями имеет 
следующий вид  
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Здесь ik  – тензор напряжений, ik  – тензор деформаций, 
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– соответственно косинус и синус образы Фурье ядра релакса-
ции материала. В качестве примера вязкоупругого материала 
примем трех параметрическое ядро релаксации 

    


 1/ tAetRtR t . На функцию влияния  tR  на-
кладываются обычные требования интегрируемости, непрерыв-
ности (кроме t ), знако-определенности и монотонности: 
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где zzzrzrrr   ,,,,,  – соответсвенно компоненти 

тензора напряжений; zzzrzrrr   ,,,,,  – со-
ответственно компоненти тензора деформаций.  

Связь между напряжениями и деформациями приведена в 
равенствах (1).  

Соотношения (4), (5), (6) после тождественных алгебраи-
ческих преобразований приводятся к системе шести дифферен-
циальных уравнений, разрешенных относительно первой произ-
водной по радиальной координате [10, 11] 

 

















































































































































;~12

;~2~1

;1~

;1

;11

;11

2

2

2

2

2

2

B
rrz

u
r

u
zt

u
r

B
zrrt

u
r

zrrt
u

r

z
u

r
u

uu
rr

u
z

u
r

uu
rKKr

u

rzzr
rr

zrz

r
rr

r

rzrrrr

r
rz

z

r
r

zr
rr

r










































  (7) 

где введены обозначения  
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Краевые условия задаем в виде: 
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условия (8) при r= 0, в физическом плане можно интерпретиро-
вать, как результат предельного перехода от полого цилиндра со 
свободной внутренней поверхностью к сплошному, при стрем-
лении внутреннего радиуса к нулю. 

2. Методы решения 
В случае бегущих гармонических волн вдоль оси z реше-

ние краевой задачи (7), (8), (9) допускает разделение перемен-
ных [12, 13] 
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где  rw ,  rv ,  ru  – амплитуды перемещений,  r ,  r , 

 rz  – амплитуды напряжений (компоненты тензора напряже-
ний), IR i   – комплексная собственная частота, R  – 
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собственная частота распространения волн, I  – коэффициент 
демпфирования, к – волновое число, kC /  – фазовая ско-
рость.  

Для выяснения их физического смысла рассмотрим два 
случая: 

1) k = kR; С = СR +iCi, тогда решение (10) имеет вид сину-
соиды по z, амплитуда которой затухает по времени; 

2) k = kR +ikI; С = СR, тогда в каждой точке z колебания 
установившиеся, но по х затухают.  

При подстановке (10) в (7), (8), (9), получаем спектраль-
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Таким образом, сформулирована спектральная краевая за-
дача (11), (12), описывающая распространение гармонических 
волн в бесконечном  цилиндре с радиальной трещиной. Отме-
тим, что выбор краевых условий на гранях щели в виде (9) обу-
словило, в первую очередь, возможностью разделения перемен-
ных по координатам r  и φ, что существенно упрощает решение 
исходной задачи. Разделение переменных возможно также в 
случае следующих краевых условий:  
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Действительно, выполняя в (7), (8) замену переменных 
так, чтобы удовлетворяли условия (13) 
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получаем спектральную краевую задачу, имеющую комплекс-
ные коэффициенты и корни  
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с краевыми условиями 
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Нетрудно видеть, что задача (15), (16) сводится к задаче 
(11), (12) с помощью замены 
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Решение задачи (11), (12) выполнялось методом ортого-
нальной прогонки Годунова [14].  

3. Численные результаты 

Безразмерные величины в постановке задачи выбраны та-
ким образом, что скорость сдвига Сs, плотность ρ и внешний 
радиус R имеют единичные значения.  

 
Рис. 1. Изменение реальной и мнимой части  частоти  колебаний по к:  

1 – 
1,1 IR CC  – реальные и мнимые части первой моды ком-

плексной фазовой скорости цилиндра с радиальной трещиной; 
2 – 

1,1 IR CC  – реальные и мнимые части второй моды ком-

плексной фазовой скорости цилиндра с радиальной трещиной; 
3 – 3,3 IR CC  – реальные и мнимые части первой моды ком-
плексной фазовой скорости сплошного цилиндра 
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На рис. 1 показаны дисперсионные кривые первых двух 
мод колебаний в бесконечном вязкоупругом цилиндре с ради-
альной толщиной (кривые 1, 2  

Для сравнения на этом же рисунке показана зависимость 
от волнового числа фазовой скорости первой изгибной моды 
колебаний сплошного цилиндра (кривая 3) без щели. Решение 
последней задачи было уже найдено ранее Похгомером и Кри с 
помощью специальных функций (5). Решение использовалось 
для тестирования задачи [3] . 

 
Рис. 2. Изменение реальной и мнимой части 

формы колебаний RU  и IU  в зависимости от R  
 
 

 
Рис. 3. Изменение реальной и мнимой части 

формы колебаний RV  и IV  в зависимости от R  
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Рис. 4. Изменение реальной и мнимой части формы 

колебаний RW  и IW  в зависимости от R  

 
Рис. 5. Изменение реальной и мнимой части 
формы колебаний 

iRU  в зависимости от R  

 
Рис. 6. Изменение абсолютных значений формы 
колебаний V2= 22

IR VV   в зависимости от R  
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Рис. 7. Изменение абсолютных значений формы 

колебаний W2= 22
IR WW   в зависимости от R  

 

Отметим характерные особенности кривой 3: в нуле фазо-
вая скорость равна нулю, а на бесконечности стремится к скоро-
сти волны Релея для полупространства. В случае цилиндра с 
радиальной трещиной первая мода имеет частоту отсечки, а фа-
зовая скорость стремится к бесконечности. 

При больших волновых числах предельная фазовая ско-
рость этой моды также совпадает со скоростью волны Релея. На 
частоте отсечки осевые перемещения равны нулю и колебания 
цилиндра происходят в плоском деформированном состояния. 

У второй моды на частоте отсечки наблюдаются в 
075.00  k . Только реальные и мнимые части осевых пере-

мещений, кольцевые и радиальные перемещения равны нулю. 
Эволюция форм части комплексных перемещений первой и вто-
рой моды в зависимости от волнового числа показаны на рис. 2–
4 и 5–7 соответственно. 

Кривые пронумерованы в порядке роста к. Отметим силь-
ную зависимость форм от волнового числа. С ростом волнового 
числа на первой моде имеет место локализация колебаний вбли-
зи внешней поверхности цилиндра. Характерно, что вторая мо-
да, которая на малых волновых числах является формой пре-
имущественно осевых колебаний, с ростом к постепенно пре-
вращается в форму преимущественно радиальных колебаний.  
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4. Волны в деформируемом клине  
с произвольным углом вершины  

В этой части рассматривается распространение гармони-
ческих волн в бесконечном упругом клине с произвольным уг-
лом вершины. Для описания волнового процесса, используемые 
соотношения приведены в предыдущем параграфе (1), (2), (3). 
Разрешающая система уравнений совпадает с системой (7), так-
же без изменения сохраняются краевые условия на поверхности 
(8). Краевые условия по φ для произвольного угла клина в слу-
чае свободной боковой поверхности следует записать в виде: 

,0:
2

,
2

00  zr       (17) 

где φ0 – угол в вершине клина.  
Гармонические волны, распространяющиеся вдоль оси z, 

суть решения краевой задачи (7), (8), (9), (17), периодические по 
z и по времени.  

Условия периодичности позволяют исключить зависи-
мость основных неизвестных от времени и осевой координаты z 
с помощью следующей замены переменных: 
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                              (18) 

При условии (17) разделение переменных r и φ, как и в 
предыдущем параграфе, уже невозможно.  

С учетом  (18) система уравнений (7) принимает вид: 
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Аналогично преобразуются краевые условия  (8) 

.0:,0  zRr                               (20) 

Нетрудно видеть, что компоненты тензора напряжения 
 , z  и zz  выражаются через основные неизвестные по 

формулам: 
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Тогда с учетом первого уравнения системы (21), краевые 
условия (20) принимают вид: 
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Краевая задача для системы равнений в частных произ-
водных (19), (20), (22) может быть сведена к краевой задаче для 
системы обыкновенных дифференциальных уравнений с помо-
щью метода прямых, что позволит использовать в решении про-
граммный аппарат метода ортогональной прогонки. 

Согласно методу прямых прямоугольная область определе-
ния функции основных неизвестных покрывается прямыми, па-
раллельными оси r и равномерно отстоящими друг от друга [17]. 

Решение ищется только на этих прямых, а производная по 
направлению φ, заменяется приближенными конечными разно-
стями. Используемые аппроксимирующие формулы второго по-
рядка для первой и второй производной имеют вид [14, 15]: 
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где i изменяется от 0 до  1,01  NiN , yi – проекция неиз-
вестной функции на прямую с номером i; Δ – шаг разбиения по 
координате φ. 

В результате дискретизации вектор основных неизвестных 
общей размерности 6N может быть записан в виде: 

           Tziiriiii uvwY   ,,,,,  Ni ,1  
(25) 

Центральные разности (23), (25) используются для внут-
ренних прямых (1 <i<N ), левая и правая разности (24), (25) по-
зволяют учесть краевые условия по φ.  
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В первом случае производная по φ в правых частях систе-
мы уравнений (19) выражается по формулам: 
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(26) 
Краевые условия при 

2
0   учитываются в уравнениях, 

соответствующих прямых i = I. Для основных неизвестных, не 
входящих в краевые условия wi , vi , ui ,  используются правые 
разности (24):  

 
 
  .243

;243
;243

321,

321,

321,







uuuu
vvvv

wwww

i

i

i







                        (27) 

Для переменной   условия (22) учитываются с помощью 
центральной разности 

   22
202,  

i
.                      (28) 

Первое и третье из условий (22) учитываются при аппрок-
симации производных от функции В по φ,   

    

     ..2222

;2222

213202,1

2213, 22021









 

kvruuBBBB

ckuwvv
r
ba r



   (29) 

Аналогичным образом представляются производные для 
прямой с номером i=N , учитывающие краевые условия при. 

2
0  . Единственное отличие состоит в замене правых конеч-

ных разностей левыми: 
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i=N: 
   
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



Число прямых можно уменьшить вдвое, если использовать ус-
ловия антисимметрии поперечных колебаний пластинки при 

0  
0 uw .                                      (31) 

Соответствующие разностные соотношения, учитываю-
щие условия (31) могут быть записаны в виде: 
i =N: 
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 (32) 

Разрешающая система обыкновенных дифференциальных 
уравнений, согласно (21), имеет вид: 
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(33) 

В уравнениях (33) выражения для производных wiφ , viφ , uiφ 
,σi,φ  β i,φ τ i,φ выбираются из соотношений (29)–(32) в зависимости от 
краевых условий по координате φ. Условия свободной поверхно-
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сти, эквивалентные условиям (20) и образующие вместе с урав-
нениями (33) краевую задачу, получаются в виде 

0,0,0    iiB      (i=1, N).       (34) 
Таким образом, исходная спектральная задача (19), (20), 

(22) с помощью дискретизации координаты φ, по методу пря-
мых, сведена к канонической задаче (33), (34), для решения ко-
торой применим использовавшийся ранее метод ортогональной 
прогонки. В таблице приводятся предельные значения фазовой 
скорости первой кромочной моды в зависимости от угла клина. 
Найденные фазовые скорости для материала с коэффициентом 
Пуассона υ = 0,25 по теории пластинок Кирхгофа–Лява (колон-
ка 3), Тимошенко – (колонка 4), в рамках изложенной в этом 
параграфе методики расчета трехмерного клина (колонка 5–6) и 
по формуле  mСC ч sin0   /8/, m = 1, 2, …, mφ < 90° (колон-
ка 6). Колонка 5 соответствует варианту расчета с тремя внут-
ренними прямыми (N = 3) и краевыми условиями (17), колонка 6 
соответствует краевым условиям: 

.0:0;0:
2

0    zrzч uu  

В соответствии с численными результатами приведенны-
ми в таблице, варианты расчета по методам Кирхгофа–Лява, 
Тимошенко и трехмерной теории согласуются между собой в 
пределах 7 % для углов клина с толщиной в основании h2 , не 
превышающей 0,5 (угол клина φ0 = 28°). Отметим, что для угла φ 
= 90° предельная фазовая скорость вычислялась также в работах 
[16, 17, 18], где для нее приводится значение 0,901 (  = 0,25).  

R* 
0  K/Л T 3(1) 3(2) По 

работе [8] 
0,2 110 0,2 0,196 – – 0,182 
0,3 170 0,3 0,286 0,308 0,298 0,276 
0,5 280 0,5 0,442 0,475 0,462 0,433 
0,7 380 0,7 0,563 0,605 0,592 0,574 
1 530 1 0,691 0,741 0,729 0,736 
2 900 2 0,864 0,908 – 0,92 

 
Таким образом, в отличие от волноводов с прямоуголь-

ным сечением, в клиновидных волноводах с достаточно малым 
углом клина, при анализе дисперсионных зависимостей первой 
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моды, допустимо использовать теорию пластинок Кирхгофа–
Лява. Установленный факт объясняется явлением локализации 
формы колебаний вблизи острого угла клина, описанный в [8].  

Это явление следует рассматривать как характерную осо-
бенность динамического поведения пластинки переменной тол-
щины. 

Выводы 
1. Выявлено, что в упругом цилиндре с радиальной трещи-

ной отсутствуют волны, имеющие реальные части фазовой скоро-
сти, локализованные вблизи оси цилиндра. 

2. Результаты расчета предельной скорости распространения 
первой моды в клиновидном волноводе по теории пластин Кирхго-
фа–Лява и по динамической теории упругости отличаются не более 
чем на 6 % для углов вершины клина, не превосходящих 28°. При 

00 9028    результаты расчетов отличаются до 20 %. Таким об-
разом, при малых углах клина допустимо применение упрощенной 
теории Кирхгофа–Лява и Тимошенко во всем волновом диапазоне.  

3. Учет вязкоупругих свойств материала клина уменьшает ре-
альные части скорости распространения волн на 10–15 %, а также 
позволяет оценить демпфирующей способности системы в целом. 
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